
傅里叶变换和拉普拉斯变换 

 

傅里叶变换 

         若函数𝑓(𝑥)的傅里叶变换为: 

𝐹(𝜉) = ∫ 𝑓
∞

−∞

(𝑥)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥                                                                                                 (1) 

则𝑓(𝑥)可以通过逆傅里叶变换得到: 

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝐹

∞

−∞

(𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉                                                                                              (2) 

 

拉普拉斯变换 

         傅里叶变换有其局限性，例如不适用于解齐次方程 

𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2
− 𝑦(𝑡) = 0 

因为该方程的通解是𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡, 但𝑒𝑡和𝑒−𝑡的傅里叶变换不存在。在这种情况下，

我们可以将傅里叶变换应用于修改后的函数 

𝑌(𝑡) = 𝑦(𝑡)𝑒−𝛾𝑡𝐻(𝑡) 

这里 𝐻(𝑡) 是 Heaviside 阶梯函数, 即当𝑡 ≥ 0，𝐻(𝑡) = 1; 否则，𝐻(𝑡) = 0。 

         函数𝑌(𝑡)的傅里叶变换为: 

�̂�(𝜉) = ∫ 𝑌
∞

−∞

(𝑡)𝑒−𝑖𝜉𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑦
∞

0

(𝑡)𝑒−𝛾𝑡−𝑖𝜉𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑦
∞

0

(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡,    𝑠 = 𝛾 + 𝑖𝜉 

上述等式的右边项定义为函数𝑦(𝑡) 的拉普拉斯变换: 

�̃�(𝑠) : = ∫ 𝑦
∞

0

(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                                                                                     (3) 

函数�̂�(𝜉)的逆傅里叶变换为: 

𝑌(𝑡) =
1

2𝜋
∫ �̂�

∞

−∞

(𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑡𝑑𝜉 =
1

2𝜋
∫ �̃�

∞

−∞

(𝛾 + 𝑖𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑡𝑑𝜉                       (4) 



当𝑡 ≥ 0, 等式 (4) 变成 

𝑦(𝑡)𝑒−𝛾𝑡 =
1

2𝜋
∫ �̃�

∞

−∞

(𝛾 + 𝑖𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑡𝑑𝜉 

即, 

𝑦(𝑡) =
1

2𝜋
∫ �̃�

∞

−∞

(𝛾 + 𝑖𝜉)𝑒(𝛾+𝑖𝜉)𝑡𝑑𝜉 =
1

2𝜋𝑖
∫ �̃�

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠               (5) 

上式为函数𝑦(𝑡) 的逆拉普拉斯变换。 


